La teoría semántica de la verdad de tarsky y la teoría de modelos by Polania S., Claudia M.
170
Bolet~n de Matematicas
Vol. XVIII, NQ 1,2,3, (984) APUNTES DE
SEMINARIO
LA TEORIA SEMANTICA DE LA VERDAD DE TARSKI
Y LA TEORIA DE MODELOS (~':)
Claudia M. PolanLa s.
INTRODUCCION.
El concepto de verdad en matematicas ha
variado a traves de su historia. Hasta el si-
glo pasado las verdades en matematicas eran
considera9as absolutas, como modelo de traba-
jo para la obtencion de verdades se ten1a a
los "Elementos" de Euclides: a partir de unas
pocas verdades consideradas evidentes por s1
mismas (postulados y nociones comunes), se de
duc1an las demas verdades (proposiciones 0 teo
r-e ma s ) • La .in t u i c Lo u y ",1 r a zo r.e m i e n t o h a n j~
gada un papel fundamental en el trabain mate-
matico pero 1 r r I, , ,I , .,! I,: Ie,' .3 k 1. B..' 1 .
yai y Gauss que ,',}nduier,.~r.,1 las geometrldo.:1'
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euclidianas obligaron a los matematicos y en
general ala comunidad cient1fica a cuestionar
seriamente el papel de la intuicion en materna
ticas.
La geometr1a euclidiana, que se tenia c~
mo una excelente y unica teoria sobre el esp~
cio en que nos movemos, quedaba tambaleante
al mostrarse la posibilidad de otras geometr1as
igualmente coherentes. Una cierta proposicion
resultaba verdadera segun una cierta teor1a y
falsa segun otra; las verdades en matematicas
habian dejado de ser" absolutas para relativi-
zarse a la teor1a escogida. As1 que era impo~
tante responder a la pregunta: GQue e~ vendad
en matema.tic.a~?
La logica aristotelica sobre la que se
basa la geometria euclidiana no podia ser cue~
tionada; la mala jugada debia venir por parte
de la intuicion. Como consecuencia de esta si
tuacion, la geometria es cuestionada como fun
damento de la matematica. Los ojos de los ma-
t em at i cos del siglo XIX se vuelven hacia la
aritmetica; los trabajos de Weierstrass, Cau-
chy, Dedekind y otros conducen a la llamada
aritmetizacion del analisis. Simultaneamente
con los j nten t os de dar un sol i do c im ien t o ,11
calcul0 diferencial e integral de Newton y





dando nacimiento a la
Hacia finales del siglo pasado aparece la
teorla de conjuntos de Cantor quien trataba de
solucionar algunos problemas del analisis sobre
series infinitas, y los trabajos de Frege en
logica dan un salto definitivo en el desarro-
llo de esta. El reinado de la aritmetica como
fundamento de la matematica llega a su fin y
comienza la era de la logica y la teorla de
conjuntos. Desafortunadamente se encuentran p~
radojas en la teorla de Cantor, 10 que hizo ne
cesario una revision muy profunda de los funda
mentos de las matematicas. La crisis de los fun
damentos habla comenzado con la aparicion de
las geometrlas no euclidianas, solo serla sup~
rada con el programa de Hilbert de axiomatiza-
cion de la matematica, donde la intuicion no
debla jugar n i ngun papel importante. Russell y
Whitehead axiomatizaron la logica; Zermelo,
Fraenkel, von Neumann, Godel, axiomatizaron la
teoria de conjuntos, evitando las paradojas y
exigiendo e L maximo rigor' en las deducciones.
Para llevar a cab0 11 propuesta de Hilbert
era necesarLo sepa r a r ; :ll'ma del c<JIJtenjJCJ
del as teo r 1. as v dem 0 s 1 l~ar que est as era nco n-
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sistentes [1] y completas [2J.
Hilb~rt crea una nueva ciencia, la meta-
matematica, que se encargara de estudiar las
teor1as como un todo. Debera dar los metodos
para demostrar que una teor1a axiomatizada es
consistente, completa, decidible, etc.
Muchos fueron los seguidores de Hilbert
y muchos los trabajos encaminados a axiomati-
zar toda la ~atematica. Hilbert mismo axioma-
tiza la geometrla en su celebre tratado sobre
los fundamentos de la geometr1a [3].
EI programa formalista parecla tener com
pleto exito cuando en 1931 Godel con sus fam~
sos teoremas de incompletitud demuestra que
ninguna teorla formal de la aritmetica, puede
contener todas las verdades de ella. As1 Godel
prueba que el conjunto de formulas verdaderas
de la aritmetica es distinto del conjunto de
formulas deducibles de la teor1a formal corres
pondiente. EI concepto de verdad resulta dife
rente del de Jedu~~b~l~dad. Siendo posible de
finir rigurosamente cuando una proposicion es
deducible de un cierto conjunto de premisas,es
logico preguntarse:lEs posible definir rigur~
samente cuando una proposicion es verdadera en
matematicas?
La parte central de este trabajo consis-
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te en exponer la teoria sem§ntica de la.verdad
de Tarski, que pretende dar una respu~sta afir-
mativa a tal pregunta.
EL CONCEPTO DE LA VERDAD DE TARSKI.
En 1944 aparece publicado el articulo:
"The Semantic Conception of Truth" [4J donde
Tarski expone su teoria sobre la verdad; esbo-
zos de esta teoria ya se encuentran en un ar-
ticulo de 1930 publicado en polaco y traducido
al alem§n en 1933, titulado "La nocion de ver-
dad en los lenguajes formales" [51.
NO$otros aqui nos limitaremos a exponer
las ideas contenidas en el articulo de 1944.
Para tener una definicion de verdad satis
factoria, Tarski impone dos condiciones: Correc
ci6 n Forma 1 y Ad ecuac ion Mat eria 1. Ex P1icar emos
en'queconsiste cada una de elIas.
Correeei6n Formal.
Los lenguajes naturales son ambiguos, una
palabra, una frase, puede cambiar de signific~
do segun el contexto en el que se encuentre;
un lenguaje nos permite no solo hablar de co-
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sas sino de expresiones de s1 mismo. Observe-
mos estas tres proposiciones del castellano:
p: Bogota es la capital de Colombia
q: Bogota tiene seis letras
Il: Bogota es la capital de Colombia es veradera.
p es una proposicion que se refiere a una ciu
dad c?lombiana, q se refiere a la palabra Bo-
gota y Il se refiere a la proposicion p. As1
como los objetos tienen nombre, tambien pode-
mos nombrar palabras 0 proposiciones cuando 10
necesitemos y 10 hacemos colocando la expre-
sien entre comillas, para que sea completame~
te exp11cito que nos referimos a una palabra
como en q 0 a proposiciones como en Il; por es
to p, q, Il quedan de la siguiente manera:
p: Bogota es la capital de Colombia
q: "Bogota" tiene seis letras
Il: "Bogota es la capital de Colombia" es ver-
dadera.
Consideremos ademas estos otros ejemplos:
~: No ponga atencien a esta frase
t: Esta frase es falsa.
Notese que ambas proposiciones se refieren a
s1 mismas y son paradejicas. En el caso de ~,
cuando hemos terminado de leer la frase esta-
mos haciendo justa 10 contrario a 10 que se
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ordena; y en el caso de ~, que es una de las
formas mas sencillas de la paradoja del menti-
roso, vemos que si ~ es falsa, entonces t es
verdadera, y si ~ es verdadera, pues 10 que
afirma es que es falsa, circulo vicioso del que
no es posible salir en lenguajffique tienen las
siguientes dos caracteristicas:
1. El lenguaje contiene ademas de sus expresi~
nes, los medios de referirse a ellas y predic~
dos semanticos como verdadero y falso.
2. Las leyes de la logica usual valen.
A un lenguaje que goza de la propiedad 1.,
Tarski 10 llama ~emanti~amen~e ~e~~ado.
La ~o~~e~~i6n 6o~mat de un lenguaje cons is
te en que no debe ser semanticamente cerrado.
Para esto es necesario tener dos lenguajes, un
lenguaje-objeto a cuyas proposiciones se pueden
asignar el predicado verdadero (0 el predicado
falso) y un metalenguaje en el cual podemos h~
blar del lenguaje-objeto. El tenguaje-objeto
debe ser' exactamente expecificado,-- deben dar se
leyes de formacion de las expresiones signifi-
cativas. El metatenguaje debe ser 10 suficien-
temente rico p ra cont er. e r- al Iengua j e c ob j et o
y poder~'\ ",. i j~O .arr es ron st Lt u
yentes.
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Adeouaoion MateriaZ: Tarski qui ere que su defi
nici6n haga justicia a las intuiciones vincula
das con la concepci6n aristotelica de la ver-
dad, la cual se resume en las siguientes pala-
bras:
"Decir de 10 que es, que es, y de 10 que
no es, que no es, es verdadero, mientras
que decir de 10 que es, que no es, 0 de 10
que no es, que es, es falso".
Para ello Tarski propone el siguiente es-
quema:
(T): X es verdadera, si y s610 si, r
donde p ,es una proposici6n cualquiera del len-
guaje objeto, X es el nombre de p que se deno-
ta "p" y (T) es una expresi6n del metalenguaje.
Un ejemplo dado por el mismo Tarski es el si-
guiente: "La nieve es blanca" es verdadera, si
y s610 si, la nieve es blanca. Aqul, natural-
mente, p es la nieve es blanca y X es el nombre
de p, que como ya hemos dicho se nota "p".
Una definici6n de verdad sera mat~~iaim~~
t~ ad~~uada si de ella se siguen todas IdS ins
tancias del esquema (T).
Dadas las condiciones cx i g i das e"n un len·-
guaje t, se tiene la siguiente definici6n:
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DEFINICION 1. Una proposicion es ve~dade~a en
un lenguaje t si y solo si es satisfecha por
todos los objetos y 6al~a en caso contrario.
En esta definicion e1 concepto de verdad
as reducido a otro concepto sem~ntico, e1 de
~at~~6aee~6n; concepto bastante trajinado por
1a comunidad matem~tica, tanto 0 m~s que el de
verdad. Si se consigue dar una definicion ri-
gurosa de satisfaccion se tendr~ igua1mente
una de verdad. As! que procederemos con un
caso concreto:
SATISFACCION Y VERDAD EN UN LENGUAJE DE
PRIMER ORDEN t.




- Conectivos proposicionales l,v, 11,+ ,-f+
- Cuantificadores V, 3
- Variables individuales x1'x2' ...
- Signos de puntuacion C,)
b) 51mbolos no logicos:
- Constantes individuales a1,a2,·
. ~ L Yl. ThT- Let ras de Fun Cl 0n u z : -C , Yl E 11'
--t /1
- Letras de Predicado A " ~,Yl Em
--t
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£1 sub1ndice distingue entre dos letras de fun
cion (de predicado) del mismo tipo, y el supe£
1ndice indica la a-rMad de la funcion (el pre-
dicado) que el simbolo representa.
£1 conjunto de slmbolos es el alfabeto de
nuestro lenguaj e, con ellos vamos a definir tel'
minos (analogos a las palabras de un lenguaje
natural) y formulas (analogas a proposiciones
de un lenguaje natural).
2. Terminos.
a) Las constantes y las variables son terminos.
b) Si 61 es un s1mbolo de funcion n-aria
Yl.t1 ,t2, ••. ,:tYl. son t erm i nos, ent onces 6,<. (:t1 '
t2, ••• ,tn) es un termino.
c) Una expresion es un termino si y solo si
puede ser obtenido pOl' medio de las clausu-
las a) y b).
3. Formulas.
a) Formulas atomicas: Si A~ es una letra de
.(.
pred i cado n-aria y t: ,:t , ... ,:t son termlllOS,1 2 Yl.
entonces A~(t :t ••. ,tn) es una f ormu La a t orni.{. l' 2' -
ca. £stas son las formulas mas sencillas quo .se
pueden constru1r, las demas .son complejas y
as1 l~ definicion general de formuld
mada es la siguiente:
len f o r >
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b) Son formulas bien formadas (f.b.f.):
1- Todas las formulas atomicas.
2- Si A y
(A AB) ,
f,'b.f.
B son Lb. L, entonces (lA), (AvB),
(A -+ B), (A -++ B ) , (Vx.)A, (3x.)A, son
-<- -<-
3- Una expresion es f.b.f. si y solo si puede
ser obtenida en base unicamente de las clau
sulas 1- Y 2-.
La mayoria de las teorias algebraicas co-
mo las teorias de grupos, anillos, cuerpos,
et~., son sistemas formales de primer orden;
ella- significa que sus axiomas y teoremas pue-
den exp~esarse en un lenguaje de primer orden
y q~e se fundamentan en el calculo de predica-
do~ clasico. &xplicitamos mejor que es un sis-
tema formal de primer orden:
Un ~~~£ema 6o~ma£ de p~~me~ o~den S, cons
ta de dos partes:
1. La Pa~£e S~n£ae£iea que a su vez esta cons-
tituida por:
a) Un lenguaje formal de primer orden t.
b) Axiomas: - Logicos. -Propios de la teoria.
c) Reglas de inferencia.
Dire m0 s que A (-> S HI J LE:'O r- elTJ a deS siC'·~
una formula deducible de lo~ ax~omas y se no-
ta ~A.
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La parte sint&ctica corresponde a la gra-
m&tica de un lenguaje natural.
2. La Pante Sem4ntiea est& constitulda por t,
junto con una interpretacion de t.
Una intenpnetaei6n I de un lenguaje t de pri-
mer orden es una 4-upla
donde i) V es un conjunto no vaclo llamado do-
minio de interpretacion.
ii) A cada letra de funcion n-aria




iii) A cada letra de predicado n-aria A~
.{.
. AnI c Vnn-arlO . _ .
.{.
corresponde un precidado
iv) A cada constante a. corresponde un
A.
elemento d. de V.~
Veamos como ejemplo que la teoria de gru-
pos es un sistema formal de primer orden:
1. Parte Sintaetica.
~ { 1
2 A2}a) oL = simbolos logicos, a1, u1' 1
b) Axiomas Log i co s [6J: Si s,«, e- son f.b.f.
entonces:
1- A -+ (CB -+ e)
2- (ft. -+ ((jJ-+€)) -+ ((A-+c1<)) -+ (,ti-+t))
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3- (lCS+ lA) + «143+ A) + 43)
4- (V x . ).A( X.) + ).(t); (nOtese que t puede ser idEm
-<.. -<.. ticamente X)










(V X1 )(3 X 2 )A 1 (61 (X1 'X2 ) ,a 1.)
d) Reglas de Inferencia:
1- Modus Ponens: ~ se deduce de A y A ~ ~.
2- Generalizacion: (Vx.) .A se deduce de ,A •
..(.
2. Parte Seman~iea
a) Consideremos la interpretacion:
1 = <:;z',O,+,=>
donde V = Z e1 con j unt o de los nfim er-os enteros
1a. = 0
1
,21 __+ ," tu la suma o rc i na r-u a entre en eros.
1
A~I es 1a igua1d~~ 0ntrp ~nteros.
b) Axiomas propios.
apuntes de seminario 183
1- (VX1)(VX2)(VX3)(X1+(X2+X3) = (X1+X2)+X3)
2- (VX1)(X1+0 = X1)
3- (VX1)(3X2)(X1+X2 = 0).
Podemos dar diferentea interpretaciones
a la sintaxis dada en 1-, por ejemplo:
2'- I' = <(Q,1,·,= >
donde 1 es la interpretacion de la
2de 61 y
constante
a1, es la interpretacion
2terpretacion de Ai.
= es la in-
211_ T" = <MeR) 'id' +,=>2x2' 2x2'
donde M(~)2x2 es el conjunto de las matrices
2x2 sabre los reales, id2x2 es la matriz ide~
tica 2X2, + es la suma entre matrices, e = es
la igualdad entre matrices.
Definido 10 que es un sistema formal de
primer orden, can 10 cual estamos cumpliendo
con el primer requisito necesario para tener
una definicion formalmente correct a de ve dad,
en t.ram 0 S cl j fin .ir rig u r l) sam entel a no cion de
~ea t un lel'l:ll<J;':!lormal de primer cr-d en,
1 un. intE'rr"pt.l,;011 (rrn dominio V, de i, :ea
L el ,I , ,11 I ,-
b1e S dee 1ornE'n to', ,I{ V.
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62",,) definimos la funcion
S*: {terminos de t} + V recursivamente:
S~';(a.) = a~
.{. .(.
s~t:(x,,) = b ,
.{. .{.
fi" n
S (Oi Ct1,t2,·· • ,tn» =
DEFINICION 2. Sea i un lenguaje de primer or-
den, r una interpretacion de l, L como se des
crLb i o anteriormente y S e:: L.
1) Si j,. es una formula at om.ica A2(.t1,.t2, ..• ,
tn), entonces S satisface A, si y solo si,








2) Si A es una £.b.£., S satisface (1).), si y
solo si S no satisface A.
3) Si ,A, (L) son f.b .f ., S sat isface (A vlB ), si Y
solo si S satisface A 0 S satisface ~.
'+) S i A, (f3 son f. b .f ., S sat is fa ce (A AlB), si
y solo si S satisface A y S satisface ~.
5) S satisface (,4 -HE), s i y solo si S no satis
face ft 0 S satisface ~.
6) S satisface (,A+-rlB) , si y solo si S satisfa-
ce ) toda vez que S satisface @ y viceversa.
7) S satisface (VX~)~, (x una variable), si y
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solo si toda sucesion S' que difiera de S en
a 10 mas la i-esima componente, satisface A.
8) S satisface (3x·)A, si y solo si, alguna
-<-
sucesion S' que difiera de S en a 10 mas la
i-esima componente satisface a A.
Tarski escoge la nocion de satisfaccion
para la definicion de verdad, ya que es una n~
cion mas general y se puede aplicar a formulas
con variables ~ibres, mientras que la verdad
es solo aplicable a ~enten~ia~ 0 formulas ce-
rradas (sin variables libres).
Con el ejemplo ya introducido de la teo-




y tomemos S = (1,2,3 ... ) una sucesion en 2; se
gun la definicion: S satisface A, si y solo si
toda sucesion Sf = (b,2,3, ... ) que difiere de
S en a 10 mas la primera componente satisface
C13 donde
cs: (2 )
ahora bien, S' satisface a3, Sl Y solo 'si algu-
na sucesLon S" - (b,c,3, ... ) que d i f i cr e de S'
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en a 10 mas la segunda componente satisface
( 3 )
que es una formula atomica; luego S" satisface









es decir, si y solo si (b+c.,O)e:=, 6 como es
mas comtin escribir, si b+c. = O· basta tomar,
C. = -b, con 10 cual S" = ( b , - b • 3 , • • . ) satisfa-
ce a (3) y asl S' satisface (2). Como b, es un
elemento cualquiera de V podemos afirmar enton
ces que S satisface (1).
Observemos que (1) es cerrada y que si con
sideramos S = (a1,a2,a3, ••• ) una sucesion arbi
traria y aplicamos el mismo metodo tendremos
que S satisface ~.
Dada la noci6n de satisfaccion podemos
aplicar la definicion de verdad a un sistema
formal de primer orden.
DEFINICION 3. Una formula A es ve~dade~a para
una interpretacion I, si Y solo si toda suce-
s Ion en L: satisface). Y 10 not amos 1= ~.
I
A es 6alJ.Ja para I, si Y solo si, ninguna
sucesion de L: satis DC ~.
apuntes de seminario 187
Esta definicion esta dada solo para for-
mulas cerradas. Careceria de sentido hablar de
verdad en formulas abiertas tales como x+3 = 0,
pues algunas suc~siones como (-3,3,1,3,5, ... )
satisfacen la formula, mientras que otras co-
mo (1,3,2,4,6, ... ) no la satisfacen.
El ejemplo dado ha sido construldo de tal
manera que se cumpla la segunda condicion exi-
gida por Tarski de adecuacion material, es ev~
dente que en esta definicion se siguen todas
las instancias del esquema (T).
La verdad de una sentencia ft, depende de
la interpretacion que se le de, de esta mane-
ra, la misma formula puede ser verdadera en
unos casos y falsa en otros. En el caso de que
una sentencia sea verdadera para una interpre-
tacion 1, FA, se dice que 1 es un mode!o de
A' 1 .p. Sl tenemos, no una sola sentencla sino un
conjunto r de sentencias, todas las cuales son
verdaderas para 1, decimos que 1 es un modelo
de r. P0r ejem p10 < ';E , 0 ,+ , => Y < (l/ , 1, - , => son mo
delos de los axiomas de la teoria de grupos.
TEORIA DE HODElOS.
La teoria de modelos es una nueva rama de
la logica matematica que estudia las relacio-
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nes entre los lenguajes y sus interpretaciones
a modelos, es decir, estudia las relaciones en-
tre las partes sintactica y semantica de una
teoria, relaciones que se establecen por medio
de una definicion de verdad a la Tarski como he
mos visto.
Esta nueva rama se consolida como tal ap~
nas en la decada de los 40 con los trabaj~s de
Godel, Henkin, Robinson y Tarski, naturalmente.
Enunciamos cuatro teoremas importantes de
la teorla de modelos con los cuales esperamos
ilustrar en buena forma el tiRo de teoremas que
se prueban en ella.
1. Teorema de Completitud de G3del para las
teor£as de primer orden (1930).
Sea K una teoh~a de ph~meh ohden, una 66~
mula) de K e~ l6g~~amen~e val~da, ~~ y ~6lo
~~ e~ un teohema de K.
Se dice que unrl f6 mul~ A es logicamente
valida si es verdadera para ~ualqu~eh interpr~
tacion, y se nota 1= ft-
Recordemos que una formula es un teorema
de K si es deducible de los axiomas d K, y s
nota ~ ft. ASl que el teorema anterior se pue-
K
de expresar mas facilmente como sigue:
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I=iA , si y solo si
La validez de una sentencia es una propi~
dad semantica y la teoremicidad de ella es una
propiedad completamente sintactica. Es claro
pues, que el teorema de Godel relaciona fuerte
mente la semantica y la sintaxis de una teoria:
una condicion necesaria y suficiente para que
una formula sea un teorema es que sea valida.
2. Teorema de completitud para teorias de
primer orden (Henkin 1944)
Una teo~~a e~ ~on~;~tente ~; y ~61o ~;
t.cene modelo.
La demostracion de Godel del Teorema 1 es
bastante compleja, Henkin en 1944 dio una de-
mostracion mas simple y por consiguiente mas
conocida en este teorema usando el concepto de
modele.
La consistencia (como ya se via en [2J)
es una nocion sintactica, y la nocion de mode-
10, totcllmente semantica.
s; una bentenc~a t;ene un modelo ;n6;n;-
to, t;ene un modelo numehable.
Este famoso teorema es considerado e1 rr~
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mer teorema de la teor!a de modelos.
La importancia del teorema radica en que
en la demostracion se puede apreciar'una tec-
nica para constru!r un modelo a partir de otro.
Objetivo central de la teorla de modelos
es justamente la construccion de modelos, para
ello se desarrollan diferentes tecnicas.
4. Teorema de compacidad de Cadel (193~) y
Malcev (1936).
Sea L un conjunto de ~entencia~ (de una
teon1a de pnimen onden); ~i todo ~ubconjunto
6inito de L tiene modelo, L tiene modelo.
De este teorema, junto con el Teorema 1
resulta como conseeueneia inmediata que un con
junto de senteneias L es consistente si toda
parte finita de L 10 es, resultado que apliea-
mos con la mayor frecuencia, pero usando la
eontrarreeiproea: una teor!a es ineonsistente
si una parte finita de ella 10 es.
Observese que para demostrar el teorema
de eompaeidad, 10 que hay que haeer es eons-
truir un modelo en el eual eualquier sentencia
de L sea verdadera.
Aetualmente la teoria de modelos ha sido
aplieada can resultados bastante signifieati-
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vos en &reas como la teoria de conjuntos, el
~lgebra y el an&lisis. Estas son, entre otras,
algunas de sus prometedoras perspectivas pa-
ra el futuro.
HOTAS.
[1] Una teoria K es consistente si dada una for
mula A de K no se puede tener a la vez
T A y Y 1A.




para toda formula A de K.
[3] Basado en las conferencias que dicta duran
te el invierno 1898-1899 en la Universidad
de Gottingen, Hilbert publica su libro en
junio de 1899, titulado "Grundlangen der'
Geometrie".
[4] Traducido al espanol en "Antologia Sem~n-
tica" de Mario Bunge. Editorial Nueva Vi-
sion (1960).
[5J Nota 1 de 1.=1 p ag i na 111 del articulo de 1<1
nota 4. Bibliografia Tarski (2) del rnismo
articulo.
[6J Los axiomas presentados son los ut aL'izaclos
por E. Mendelson en su libro "Introduction
toM at hem at' cal Log i c" D. van Nos t1>d 11\} .
2a. Ed. 1979.
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